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1 Einleitung

Die spezielle Relativitdtstheorie von ALBERT EINSTEIN [2]| fuft auf der LORENTZ-Transformation,
die HENDRIK ANTOON LORENTZ in [4, 5] entwickelt hatte. Zweifel an der Richtigkeit der LORENTZ-
Transformation fiihrten mich zu grundlegenden Uberlegungen an Hand der Quellen. Dabei storte mich
die von LORENTZ unkommentierte Einfithrung der kontravarianten GALILEI-Transformation in [5] §
19, die zu der Langenkontraktion und der Zeitdilatation fiihrte.

Nach einer langeren Einarbeitung in die Grundlagen der allgemeinen Relativitétstheorie von Einstein
[3] erschliessen sich die Begriffe kovariant und kontravariant sowie kontragrediente Transformation, auf
die die §§ 19 und 31 von LORENTZ Bezug nehmen, ohne dort so erwéhnt zu werden.

EINSTEIN verwendete fiir seine Arbeit die Abhandlung von HERMANN MINKOWSKI [6], der dort einen
Vorschlag von HENRI POINCARE [7]| erwéhnte. Die von POINCARE angegebene Gleichung liefert fiir
die Wellenausbreitung des Lichtes die klassische Theorie der Schallwellen. Es kann sich deshalb bei
LORENT?Z ein Fehler eingeschlichen haben.

Vor der Analyse von Einsteins ART werden einige wichtige Regeln von Minkowski vorgestellt. Danach
wird § 20 des EINSTEINschen Artikels von 1916 wortlich wiedergegeben, um anschlieffend lediglich die
Tensorgleichungen in Matrizengleichungen umzuformen und im Detail nachzurechnen. Es muss sich
dabei die Ubereinstimmung mit oder der Unterschied zur klassischen Elektrotechnik herausstellen.

2 Etwas Mathematik

2.1 Definitionen

Es seien der kovariante Zeilenvektor und der kontravariante Spaltenvektor der partiellen Ableitungs-

operatoren
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Gegeniiber der Indexzéhlweise bei MINKOWSKI wird hier weitestgehend die natiirliche Bedeutung der
Raum-Zeit-Komponenten ohne Index verwendet. Sie trennt die physikalische Bedeutung von Raum und
Zeit. Die partielle Ableitung einer 4x4-Matrix M ist prinzipiell eine Transformation bzw. das innere
Produkt eine Matix mit einem Vektor

[(;{)T.MT]T:{M.(;Z(}7 (2.13)

worin die geschweifte Klammer die riickwértige Notierung sein soll. Die mathematisch inkorrekte
Schreibweise des nachgestellten Operators ist als “auf M angewendete Differentiation” anzusehen.

Die Kuglegleichung

Py == (2.1.4)
schreiben wir in der Form
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und den D’ALEMBERToperator der allgemeinen Wellengleichung als
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Darin ist G der bei Einstein zu Grunde gelegte Fundamentaltensor. Die letzte Gleichung erlaubt uns,
eine kontravariante Transformation als
0 0
o {Gﬁx} (2.1.8)

zu schreiben. Das erspart viele Transponierungen. In der Folge werden auch die Basisvektoren

b'=(ij k 1)=((ijk) 1), b= (2.1.9)
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verwendet. Damit kommt man zu einem Satz von Vierervektoren und Vieroperatoren.
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2.2 Der asymmetrische Sechser-Vektor

In den Relativitdtstheorien spielen sogenannte Sechser-Vektoren eine Rolle, deren dquivalenter Aufbau
eine asymmetrische Vierer-Matrix ist. In der Vereinfachung ist diese Matrix

0 Z =Y —x 0 Z =Y —T
| —Z 0 X -y | _ -7 0 X -y
M= Yy -X 0 -z | Yy -X 0 —z ’ (2.2.1)
T Y z 0 ( T Yy z ) 0
0 —Z2 Y =z 0 —Z2 Y T
VA 0 —-X Z 0 —-X
T _ ) _ Y
M= -Y X 0 =z | -Y X 0 z (2:2.2)
—-r -y -z 0 ( —-r -y —z ) 0
In dem dualen Paar wurden die Buchstaben ausgetausch
0 z -y X 0 =z —y X
-z 0 z Y -z 0 = Y
N = y -z 0 z |~ y -z 0 7 ) (2.2.3)
-X =Y —Z 0 ( -X =Y —Z ) 0
0 —2z y =X 0 —z y X
T z 0 -z =Y | z 0 -z Y
N* = A oz 0 7 (2.2.4)
X Y Z 0 ( -X =Y —Z ) 0

Die Determinate von M entwickeln wir nach Laplace nach der rechten Spalte durch Bildung der
Unterdeterminanten

0 Z -Y -z 0 Z -Y —x
|-z 0o X -y |_ -Z 0 X —y
M=1y x o — |7 Y -X 0 —z ’ (2:25)
T Y z 0 ( T Yy z ) 0
—x 0 Z -Y 0 Z -Y
|-z 0 X —y -Z 0 X
Ml=—| ' % +l v _x o - | @296
T Y Z x Y Z r vy Z
-Z 0 X 0 Z -Y 0 Z -Y
M|=2z| ¥V -X 0 |-y|Y -X 0 |+z|-Z 0 X |, (2.2.7)
x Y z T Y Z r vy Z
(M| =2 (:XZ +yXY +aX?) -y (—yY? = 2YZ —aXY) + 2 (aXZ+yYZ +22%),  (2.2.8)
|M| =2 X% 4+ 92Y? + 22722 + 20X 27 + 22 XyY + 2yY 27, (2.2.9)
X 2
M| =@X +yY +22°= (2 y 2)| Y = (x-X)2. (2.2.10)
Z

Wegen der Symmetrie gilt dasselbe auch fiir den beliebigen Tausch der beiden Vektoren, also auch fiir

IN| = [M]. (2.2.11)

Nach BOCHER [1] [54.] bildet der Ausdruck

n
ZAijuiuj (2212)
1
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die negative Determinante, wie fiir den vereinfachten Fall hier bewiesen wurde. Dann ist allgemein bei
den asymmetrischen elektromagnetischen Feldmatrizen

0 ay —Qy Ug
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|A| = 0 —a 0w |7 (ue uy u )| ayae af aya. uy |, (2.2.13)
Y v g a,a; aya, a u
z
—Uuy —uy —u, O e TrE z
d.g die Diskriminante der quadratischen Form ist
a?  aga, aga a
T Uy Uz T
2 _
ayaz  ay aya; | = ay ( gy ay a ), (2.2.14)
a Gz Gya, a3 a
also
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Al=(us uy u: )| ay |(az ay a )| vy | =(a" -u)". (2.2.15)
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Die 4x4-Matrizen werden zu Produkten von Dreier-Vektoren. Die sogenannte Zeitkomponente ver-
schwindet, weil sie als zusétzliche Scheindimension aus den homogenen Koordinaten entstanden ist.
Das Universum bleibt dreidimensional.

Eine besondere Rolle spielt der Fundamentaltensor (MINKOWSKI-Tensor)

1 00 O
010 O
¢=1401 o (2.2.16)
00 0 —1
zur Beschreibung der Kugel
100 O x
010 O
(z y z 1) 00 1 0 Zz/ =2ty 42— =0. (2.2.17)
00 0 -1 r

Die rechtsseitige Multiplikation einer beliebigen Matrix A mit dem Fundamentaltensor dreht das Vor-
zeichen der rechten Spalte, z.B.

0 Z =Y —=x 0 Z =Y x
| —Z 0 X -y | —Z 0 X y
M= J v, | MGe=| K, 0 (2.2.18)
x Y z 0 x Y z 0
Die linksseitige Multiplikation dreht das Vorzeichen der unteren Zeile, z.B.
0 Z =Y —=x 0 zZ =Y —=x
| —Z 0 X -y | —Z 0 X -y
M= v, o M=y N 3 _ (2.2.19)
T Y z 0 - -y -z 0

Beidseitige Multiplikatien dreht dann die Vorzeichen der unteren Zeile und der rechten Spalte.
Von Bedeutung ist das skalare Produkt

X X
P=x""X=(z y z)|Y |=X"x=(XY z2)[ VY], (2.2.20)
Z Z
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denn es ist

NT.G- M=M"-G-N=N-G-M'"=M-G-N'=G-P=P-G. (2.2.21)

Die inversen Mattrizen ergeben sich zu

NT MT
M1 =Gl — N =GgT— 2.2.22
G 5 G, G 5 G, ( )
wobel . .
G=G"'=G"=(G") =(G")" (2.2.23)

zu beriicksichtigen sind. Damit findet man mittels links- und rechtsseitiger Multiplikation mit den
Inversen

T T
(@) ' mMle = (6T GT—]\; GG = L\; , (2.2.24)
T —1 v T —1 TMT -1 MT
(G") NG =(G") G -GG = — (2.2.25)

Es ist anzunehmen, dass MINKOWSKI und und vielleicht auch EINSTEIN diese Tatsachen kannten.
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